
Λύσεις 8ου Set Ασκήσεων 
Κβαντομηχανικής Ι 
 
 

Άσκηση 1 
 

𝛦1
(1)

= ⟨𝜑1|𝛨𝑝|𝜑1⟩ 

 

Οι καταστάσεις του αδιατάρακτου απειρόβαθου πηγαδιού είναι 

 

|𝜑𝑚
(0)

⟩ = √
2

𝐿
𝑆𝑖𝑛(𝑚 𝜋 𝑥/𝑎) 

 

Και οι ιδιοενέργειες  

 

𝛦𝑚 =
𝑚2𝜋2ħ2

2𝑚𝑒𝐿2
 

 

Η Χαμιλτονιανή που περιλαμβάνει τη διαταραχή μέσα στο πηγάδι είναι 

 

𝛨 = 𝛨𝜊 + 𝛨𝑝 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑞𝐸0 𝑥 

 

 

Έτσι λοιπόν  

𝛦1
(1)

= ⟨𝜑1|𝛨𝑝|𝜑1⟩ = 

=
2

𝐿
𝑞𝐸0 ∫ 𝑆𝑖𝑛 (

𝜋 𝑥

𝐿
)

2

𝑥 𝑑𝑥 
𝐿

0

 

= 𝑞𝐸0

𝐿

2
 



 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑1⟩

𝛦1
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩ 

 

⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑1⟩ =
2𝑞𝐸0

𝐿
∫ 𝑆𝑖𝑛 (𝑚

𝜋 𝑥

𝐿
)  𝑆𝑖𝑛 (

𝜋 𝑥

𝐿
) 𝑥 𝑑𝑥 

𝐿

0

 

=
𝑞𝐸0

𝐿
 ∫ {𝐶𝑜𝑠 [(1 − 𝑚)

𝜋 𝑥

𝐿
] − 𝐶𝑜𝑠 [(1 + 𝑚)

𝜋 𝑥

𝐿
] 𝑥 𝑑𝑥

𝐿

0

 

=
4𝑞𝐿𝐸0

𝜋2
  

(1 + (−1)𝑚) 𝑚

(𝑚2 − 1)2
 

 

𝛦1
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

= (1 − 𝑚2)
𝜋2ħ2

2𝑚𝑒𝐿2
 

 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑1⟩

𝛦1
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩ = 

 

= (
𝑞4𝐿𝐸0

𝜋2
/

𝜋2ħ2

2𝑚𝑒𝐿2
) ∑  

(1 + (−1)𝑚) 𝑚

(1 − 𝑚2)(𝑚2 − 1)2
|𝜑𝑚⟩

𝑚≠1 

 

 

 

⇒ |𝜑𝑛
(1)

⟩ =  𝑞𝐸0

𝐿3𝑚𝑒

𝜋4ħ2
 ∑  

(1 + (−1)𝑚) 𝑚

(1 − 𝑚2)(𝑚2 − 1)2
|𝜑𝑚⟩

𝑚≠1 

 

 

⇒ |𝜑1
(1)

⟩ =  𝐸0

𝐿3𝑚𝑒

𝜋4ħ2
 (−0.074 |𝜑2⟩−0.00059 |𝜑4⟩ + ⋯ )   

 

 

 

Άσκηση 2 
 

Η Χαμιλτονιανή που περιλαμβάνει τη διαταραχή μέσα στο πηγάδι είναι 

 



𝛨 = 𝛨𝜊 + 𝛨𝑝 =
𝑝2

2𝑚
+

ħ2𝛼

2𝑚𝑒𝐿
𝛿(𝑥 − 𝐿/2) 

 

𝛦1
(1)

= ⟨𝜑1|𝛨𝑝|𝜑1⟩ = 

=
2

𝐿

ħ2𝛼

2𝑚𝑒𝐿
∫ 𝑆𝑖𝑛 (

𝜋 𝑥

𝐿
)

2

𝛿(𝑥 − 𝐿/2) 𝑑𝑥 
𝐿

0

 

=
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
𝑆𝑖𝑛 (

𝜋

2
)

2

 

=
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
 

 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑1⟩

𝛦1
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩ 

 

⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑1⟩ =
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
∫ 𝑆𝑖𝑛 (𝑚

𝜋 𝑥

𝐿
)  𝑆𝑖𝑛 (

𝜋 𝑥

𝐿
) 𝛿 (𝑥 −

𝐿

2
) 𝑑𝑥

𝐿

0

 

=
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
𝑆𝑖𝑛 (𝑚

𝜋

2
)  𝑆𝑖𝑛 (

𝜋

2
) 

=
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
𝑆𝑖𝑛 (𝑚

𝜋

2
) 

 

𝛦1
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

= (1 − 𝑚2)
𝜋2ħ2

2𝑚𝑒𝐿2
 

 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = (
ħ2𝛼

𝑚𝑒𝐿2
/

𝜋2ħ2

2𝑚𝑒𝐿2
) ∑

𝑆𝑖𝑛 (𝑚
𝜋
2

)

(1 − 𝑚2)
𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩ 

=
2𝛼

𝜋2
∑

𝑆𝑖𝑛 (𝑚
𝜋
2

)

(1 − 𝑚2)
|𝜑𝑚⟩

𝑚≠1 

 

 

⇒ |𝜑1
(1)

⟩ =
𝛼

𝜋2
(0.125|𝜑3⟩ − 0.041|𝜑5⟩ + 0.021|𝜑7⟩ − 0.0125|𝜑9⟩ + ⋯ ) 

 

 



Άσκηση 3 
 

Οι καταστάσεις του αδιατάρακτου αρμονικού ταλαντωτή είναι 

 

|𝜑𝑚
(0)

⟩ = (
𝑚𝑒𝜔

𝜋ħ
)

1
4

1/√2𝑚𝑚! 𝐻𝑚 (√
𝑚𝑒𝜔

ħ
𝑥) 𝑒−

𝑚𝑒𝜔
2ħ

𝑥2

 

 

Και οι ιδιοενέργειες  

 

𝛦𝑚 = (𝑚 +
1

2
)  ħ𝜔 

 

Η Χαμιλτονιανή που περιλαμβάνει τη διαταραχή μέσα στο πηγάδι είναι 

 

𝛨 = 𝛨𝜊 + 𝛨𝑝 =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4 

 

𝛦0
(1)

= ⟨𝜑0|𝛨𝑝|𝜑0⟩ = 

= ⟨0|𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥4|0⟩ 

= 𝑎⟨0|𝑥3|0⟩ + 𝛽⟨0|𝑥4|0⟩ 

 

Από το 4ο set έχουμε τα αποτελέσματα: 

⟨𝑚|𝑥̂3|𝑚′⟩ = (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

3/2

( √𝑚′(𝑚′ − 1)(𝑚′ − 2)𝛿𝑚,𝑚′−3  + 3𝑚′√𝑚′𝛿𝑚,𝑚′−1 + 3(𝑚′

+ 1)√(𝑚 + 1)𝛿𝑚,𝑚′+1 + √(𝑚′ + 3)(𝑚′ + 2)(𝑚′ + 1)𝛿𝑚,𝑚′+3) 

 

⟨𝑚|𝑥̂4|𝑚′⟩ = (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

2

[√𝑚′(𝑚′ − 1)(𝑚′ − 2)(𝑚′ − 3) 𝛿𝑚,𝑚′−4

+ 2(2𝑚′ − 1)√𝑚′(𝑚′ − 1)𝛿𝑚,𝑚′−2 + 3(2𝑚′2 + 2𝑚′ + 1)𝛿𝑚,𝑚′

+ 4(𝑚′ + 1)√(𝑚′ + 1)(𝑚′ + 2)𝛿𝑚,𝑚′+2

+ √(𝑚′ + 1)(𝑚′ + 2)(𝑚′ + 3)(𝑚′ + 4)𝛿𝑚,𝑚′+4] 

 

 



Άρα 𝛦0
(1)

= 𝑎⟨0|𝑥3|0⟩ + 𝛽⟨0|𝑥4|0⟩ 

= 0 + 3𝛽 (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

2

 

 

Όπου αντικαταστήσαμε τα m, m’ με 0, για να βρούμε τη μέση τιμή για τη θεμελιώδη 

κατάσταση.  

⇒ 𝛦1
(1)

= 3𝛽 (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

2

  

 

 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑0⟩

𝛦0
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩ 

⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑0⟩ = 𝑎⟨𝑚|𝑥3|0⟩ + 𝛽⟨𝑚|𝑥4|0⟩ 

= 𝑎 [(
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

3
2

( 3𝛿𝑚,1 + √6 𝛿𝑚,3)] + 𝑏 (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

2

[4√2𝛿𝑚,2 + √24 𝛿𝑚,4] 

 

 

𝛦0
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

=
1

2
 ħ𝜔 − (𝑚 +

1

2
)  ħ𝜔 = 𝑚 ħ𝜔 

 

|𝜑0
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|𝜑0⟩

𝛦0
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠1 

|𝜑𝑚⟩

= ∑ −
𝑎 (

ħ
2𝑚𝑒𝜔

)

3
2

( 3𝛿𝑚,1 + √6 𝛿𝑚,3) + 𝑏 (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

2

(4√2𝛿𝑚,2 + √24 𝛿𝑚,4)

𝑚 ħ𝜔
𝑚≠0 

|𝜑𝑚⟩ = 

|0⟩ = |0(0)⟩ −  
1

ħ𝜔
 (

ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

3
2

[3𝑎|1(0)⟩ + 2√2 𝑏 (
ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

1
2

|2(0)⟩ +
√6

3
𝑎 |3(0)⟩

+
√24 

4
 𝑏 (

ħ

2𝑚𝑒𝜔
)

1
2

|4(0)⟩]    

 

 



Άσκηση 4 
 

Η Χαμιλτονιανή που περιλαμβάνει τη διαταραχή μέσα στο πηγάδι είναι 

 

𝛨 = 𝛨𝜊 + 𝛨𝑝 =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2 + 𝑞𝛦0 𝑥 

 

𝛦0
(1)

= ⟨𝜑0|𝛨𝑝|𝜑0⟩ = 

= 𝑞𝐸0⟨0|𝑥|0⟩ 

Από το 4ο Set,  

⟨𝑚|𝑥̂|𝑚′⟩ = √
ħ

2𝑚𝑒𝜔
(√𝑚′ 𝛿𝑚,𝑚′−1  + √𝑚′ + 1 𝛿𝑚,𝑚′+1) 

 

𝛦0
(1)

= 0 

 

 

|𝜑𝑛
(1)

⟩ = ∑
⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|0⟩

𝛦0
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

𝑚≠0 

|𝜑𝑚⟩ 

 

⟨𝜑𝑚|𝛨𝑝|0⟩ = 𝑞𝐸0⟨𝜑𝑚|𝑥|0⟩ 

= 𝑞𝐸0√
ħ

2𝑚𝑒𝜔
𝛿𝑚,1 

𝛦0
(0)

− 𝛦𝑚
(0)

= −𝑚ħ𝜔 

 

|𝜑0
(1)

⟩ = −
𝑞𝐸0

ħ𝜔
√

ħ

2𝑚𝑒𝜔
∑

𝛿𝑚,1

𝑚
𝑚≠0 

|𝜑𝑚⟩ 

 

Και τελικά 

|0⟩ = |0(0)⟩ −
𝑞𝐸0

ħ𝜔
√

ħ

2𝑚𝑒𝜔
|1(0)⟩ 



 


